Différentiabilité de I’exponentielle de matrices

Référence : Rouviere p.307

Théoreme :
Soit exp : A, (R) — 4, (R). Alors :

= (—adX )k
Dlesp) (X)(H) = T "0

ol adX (H) = XH — HX € L (My(R))

Preuve :

Tout d’abord, résolvons les deux systemes linéaires suivants :
sy:{ LO=AL0)
f(O)=H

et

Le systeme S entraine :

(e™f@)" = () —AcT (1)

= f(t)—e " (Af(t)) car e ™ est un polyndme en A et donc commute avec A
0

Donc e "4 £(¢) est constante et est donc en particulier égale a sa valeur en 0.
e M f(t)=e"f(0)=H d’ou f(t) = e H.
La réciproque est immédiate.
Maintenant, pour obtenir g, on doit intégrer termes a termes la série de 1’exponentielle, d’ot :

+oo Akl.k-‘rl
g(t) = (Z W>H

k=0

De plus, g(0) = 0, donc on a trouvé g.

Posons ici f(t) = ¢XHe X, alors : f'(t) = XeXHe ™ — eXHe ™ X = adX (f (1))
D’apres la résolution de S avec A = adX € Z(.#,(R)) et f(0) =0,0na:
f(t) = ¢'“XH, eten appliquantent = 1 : eXHe ™ = ¢*“XH

Soit maintenant g(¢) = d,—o(e~"Xe! X)) o1 1 et u sont deux variables réelles. On remarque g(0) = 0.

De plus, comme exp est de classe €2 (méme € car polynomiale) alors il en est de méme pour 1’ appli-
cation :

{ R?2 — #,(R)

(t,u) — e~ X (XFut)

On a alors :



§(t) = 00uo(e ™ XM parle théoréme de Schwarz
au Oat( —tX tX+uH)>

_ au:()(ue tXHe (X+uH))

— e*[XHeIX
par ce qui a été fait précedemment :
gty = e "“YHetg(0)=0
o0 tk-HAk
Concluons : On sait que g'(t) = . H = g(t) = (1;) kT 1)!> .H et ici on sait que g(r) =
o (_adX k
Donc : g(1) = dy—o(e XX 1) = (,;)w>‘H avec (A= —adX)ett=1.

Comme I’exponentielle est différentiable en X, on a d’ailleurs :

du=o(e ¥ ) = X D(exp)(X)(H)
Finalement, en rassemblant :

v e (£ G210

Recasage :156, 215, 221, 220.
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